












1次元の場合を例として述べれば，円分指標 ω : (Z/lZ)× → C× が与えられ
たとき，その核が固定する体K を計算するために，K = Q[T ]/(P (T ))となる





ず l を素数，2 < k ≤ l + 1 を整数，レベル 1, 重さ k のモジュラー形式
の空間に作用する Hecke 環 T(1, k) からの全射 f : T(1, k) → F をとる．さ
らに，f と l に対して定まる，2 次元法 l-Galois 表現（吉川氏の論説参照）
ρ = ρf : GQ → GL2(F)は絶対既約，Im(ρ) ⊃ SL(V )を仮定する（ρが既約で
l > 6(k − 1)なら，ρの像は SL(V )を含むことが示される．[EC11, Theorem
2.5.20] 参照）．V = Vf ⊂ J1(l)(Q)[l] は ρ を実現する F 上のベクトル空間と
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する．本稿で説明するのは，次の点である：
• C上の近似計算を経由して，ρを正確に計算する手続き
• その手続きの計算量評価（[EC11, Chap. 12, 14]）
まず，V の計算を PD0,fl,m(T ) ∈ Q(ζl)[T ]という多項式の計算に帰着する．
そして，
AQ(ζl) := Q(ζl)[T ]/(PD0,fl,m(T ))
という Q(ζl) 代数から，F 上のベクトル空間 V を復元する（9.5.1 節，並び
に [EC11, §14.5]）．さらにそこから，Q代数 Aを復元する（9.5.2節，[EC11,
§ 14.6]）．さらに，V へのGalois作用を復元する議論を行う（[EC11, § 14.7]）．
まず，ρ : GQ → GL(V )↷ V により，V はGQの連続な作用を持つ有限集合
になる．Galois理論により，Q上の分離代数Aが対応して，A = Q[t]/(P (T ))
と書ける（P (T ) ∈ Q[T ] は分離的多項式）．A から V を得るには，まず集合
として V := HomQ-alg(A,Q)とする．V の加法は Aの余加法，Fと V のスカ
ラー積は Aのスカラー余積から復元できる．
Q上の分離代数 A = Q[T ]/(P (T ))の P を計算するには，Aの Q上の生成
元 aを求め，その Q上の最小多項式∏x∈V (T − a(x))を計算する．定数倍の
違いを除いて，それが求める P (T )である：
P (T ) =
∏
x∈V
(T − a(x)). (9.1)
aが生成元であるためには，aが V 上のQ値写像として単射，すなわち，V の
真の GQ 集合としての商集合上の写像から誘導されない写像，であればよい．
これを，V が法 l-Galois表現 ρを実現する F上の線型空間という状況で考
える．おおまかな方針は，
• V と対応する A = Q[T ]/(P (T ))の P (T )を数値的な近似計算で求める
• P (T ) の係数の高さの評価から，P (T ) を正確に求める（内田氏の論説
[内 18]参照）
• P (T ) を数値的に近似計算するために（つまり，a(x) を各 x ∈ V に対
して数値的に近似計算するために），J1(l)(Q)での議論を，次の図式を
経由して，直積集合X1(l)(Q)g での議論に（更には，基本領域の直積集




X1(l)(Q)(g) := Symg(X1(l))(Q) J1(l)(Q)[l] ⊃ V
• そのために，うまく D0 という X1(l) 上の因子を取って（D0 は次
数 g の正因子に取る），x が J1(l)(C) の或る稠密集合を動くとき，
Qx = (Qx,1, . . . , Qx,g) ∈ X1(l)(Q)(g) が x に対して一意に存在して，
x = [Qx −D0]となるようにする．
• これによって，J1(l)(Q)上の話をX1(l)(Q)(g)，ひいてはX1(l)(Q)g の
話に帰着できる．
以上の方針を実現するため，X1(l) を X1(5l) にして，また Q 上ではなく
Q(ζl)上の分離代数として考える必要がある．




想）からそれが解であることを証明する，という方針で，dimSk = 1となる k
と l ≤ 23なる素数に対して計算した（[横 18], [EC11, Chap. 7]参照）．
9.2 D0 を見つける議論
この節の主な参照先は Edixhoven-Couveignes [EC11, Chap. 8 § 1]である．
レベルが 5l（lは 5とは異なる素数）とする．目的は：
次数がX1(5l)の種数と等しい，X1(5l)Q(ζl)上の適切な正因子D0を取って，
J1(5l)(Q)のある稠密集合の任意の点 xに対して，ある Q = Qx ∈ X1(5l)(g)
が一意に存在して x = [Q−D0]. ここで，ある稠密集合は
{x ∈ J1(5l)(Q) | h0(Lx(D0)) = 1 }
でよいことが，h0(Lx(D0))の半連続性（つまり，
{x ∈ J1(5l)(Q) | h0(Lx(D0)) ≥ i }
が閉集合であること）からわかる．
140 9． 法 l-Galois表現の計算（木村）
定理 9.2.1 ([EC11, Thm. 8.1.7]). l ̸= 5を素数とする．cを X1(5)の 2つあ
る Q 有理的尖点の 1 つとする．X1(5l) には，c 上の尖点で Q(ζl) 上有理的
なものが 2(l − 1) 個ある．これらは F×l の軌道 2 つに分かれる．それぞれの
軌道には F×l が自由に作用する．一方の軌道の各点に，0, 1, 2, . . . , l − 2 と係
数をつけて得られる X1(5l)Q(ζl) 上の因子を D1 とする．もう一方の軌道に
0, 0, 1, 2, . . . , l−3と係数をつけて得られる因子をD2とする．D0 := D1+D2
とすると，D0 はX1(5l)の種数と同じ次数を持つ正因子である．このとき，任
意の x ∈ J1(5l)(Q)で，「l上のある素点で 0に特殊化するもの」に対して
h0(X1(5l)Q,Lx(D0)) = 1.
証明. 証明の鍵となる事実は，X = X1(5l)Q(ζl)の半安定モデルX1(5l)Z[ζl,1/5],
J1(5l)の Neronモデル JOK , K ⊃ Q(ζl)の詳細な事柄である．
XFl = X1 ⊔X2 を既約成分への分解とする（Fl 上の X1(5)のうえにある，
レベル l の井草曲線．これらは超特異点でのみ横断的に交わる．例えば Hida
[Hid12, Thm. 2.91.13]）．D0 = D1 +D2, Di は Xi 上に台を持つ．カスプは
超特異点の集合 Σ と互いに疎なので，D0 は XFl のスムーズローカスの上に
ある．
記号を簡単にするために，この証明の終わりまで，X = XFl , D0 = D0 とす
る．ΩX := X の双対化層は可逆 OX 加群で，Ω1X1(Σ)と Ω1X2(Σ)を Σに沿っ





でもある．言い換えると，H0(X,ΩX) の元で D0 で消えるものは 0 である事
である．X1 への制限によって，次の短完全系列を得る：
0→ H0(X2,ΩX2/Fl(−D2))→ H0(X,ΩX(−D0))→ H0(X1,ΩX1/Fl(Σ−D1))→ 0.
よって，D1 としては H0(X1,ΩX1/Fl(Σ−D0)) = 0となるものが，D2 として
は H0(X2,ΩX2/Fl(−D2)) = 0となるものが取れればよい．
X1 → X1(5)Fl は Σで完全分岐しその他で不分岐な被覆で，X1(5)は種数 0
である．Hurwitzの公式から，X1 の種数 g1 は
2g1 − 2 = −2(l − 1) + (l − 1)(l − 2), g1 = 1
2
(l − 2)(l − 3).
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よって，D1, D2 が取れたとすれば
d1 := degD1 = g1 +#Σ− 1 = 1
2
(l − 1)(l − 2),
d2 := degD2 =
1
2
(l − 2)(l − 3),
でなければならない．
さて，X1(5)Fl 上の座標 z を次のように取る：
z : X1(5)Fl → P1Fl , z(Σ) ̸= 0,∞, z
−10 = X1(5)Fl上の有理カスプ 0.
f を，z のモニック多項式で，その零点が Σと一致し，零点の位数が 1である












すると，D1 も次のように取ることができる．z が零点を持つ l− 1個の点に重
複度を与える．z と y による座標でこれらの点は{
(0, b)
∣∣∣ b ∈ Fl× s.t. bl−1 = f(0) } .
D1 は，これらの点の上に，任意に重複度 0, 1, . . . , l − 2を指定する．
主張：式 (9.2)の右辺の基底の線形結合で，D1 上の点で 0になるようなも
のは 0に限る．






と書く．D1 上の点で z は一位の零点をもつ．ω が D1 上で重複度込みで 0に




は次数が高々 l− 3なので，この多項式も 0である．また，D1 上の重複度が 1












であることがわかる．D2 として，z の零点に 0, 0, 1, 2, . . . , l− 3という重複度
を任意に指定する．すると，D1 のときと同様の議論から，右辺の基底の線形
結合で，D2 上 0になるものは 0に限ることが示される．
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以上の議論は，X1(5)の 2つあるQ有理カスプを一つ固定して行ったが，こ
れらは F×5 の作用で入れ替わるので，カスプの指定に依らない．
定理 9.2.1 が D0 を X1(5l)Q(ζl) 上に見つけるので，V を J1(5l)(Q)[l] に埋
め込む．そのために，degeneracy map（木村 [木 18]の式 (1.5)を参照）
pi = B5l,l,1 : X1(5l)→ X1(l)
（次数は 52 − 1 = 24, gcd(l, 24) = 1）を使って，
1
24
pi∗pi∗ : J1(5l)(Q)[l]↠ pi∗J1(l)(Q)[l] ⊂ J1(5l)(Q)[l], (9.4)
を考え，これにより，V ⊂ J1(l)(Q)[l]を pi∗V ⊂ J1(l)(Q)[l] ⊂ J1(5l)(Q)[l]に
埋め込む．
命題 9.2.2 ([EC11, 8.2.2]). l ̸= 5を素数とする．2 < k ≤ l+1, f : T(1, k)→
F を全射準同型とする．ρ = ρf : GQ → GL2(F) を f に付随する法 l-表現，
Imρ ⊃ SL2(F) と仮定する．V ⊂ J1(5l)(Q)[l] を ρ を実現する F 上の線形空
間，D0 を定理 9.2.1で構成したX1(5l)Q(ζl) 上の因子とする．このとき，任意
の x ∈ V に対して h0(X1(5l)Q,Lx(D0)) = 1.
証明. 任意の x ∈ V に対して，Q の l 上にある素点 λ で，x が λ で 0 に
specializeするものが存在する．
このことと，J1(5l)Z[ζl] の Neron modelについての事実から．つまり，
JZ[ζl] := J1(5l)の Z[ζl]上の Neronモデル
とすると，V は JQ(ζl) 内の F-ベクトル空間スキーム VQ(ζl) の Q 点集合であ
る．V を JZ[ζl] での VQ(ζl) の Zariski閉包とする．このとき，VQ(ζl) は有限局
所自由 Z[ζl]加群．（参照：Gross [Gro90, § 12], Edixhoven [Edi92, § 6]）．
また，VQ(ζl)の F-ベクトル空間スキームの局所成分としての次元は，f(Tl) ̸=
0,= 0に応じて 1もしくは 2である．
よって，l上の Qの各素点に対して，ある x ∈ V, x ̸= 0が存在して xはその
素点上 0に特殊化する．仮定から Gal(Q/Q(ζl))の像は SL(V )を含む．よっ
て，Gal(Q/Q(ζl))は V \ { 0 }に推移的に作用する．




Xl := X1(5l)Q, gl を Xl の種数，AQ(ζl) を Gal(Q/Q(ζl))集合 V に対応す
る Q(ζl)代数とする．
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命題 9.2.2 より，各 x ∈ V に対して一意的に，因子 Dx =
∑gl
i=1Qx,i, で







ただしDfinx はサポートがカスプと素なもの，Dcuspx はサポートがX1(l)Q のカ
スプに乗っているもの，とする．
補題 9.2.4 ([EC11, 8.2.6]). 上の状況で，
V ∋ x 7→ Dfinx ∈ Div(Xl,Q)
は単射で，かつ Gal(Q/Q(ζl))同変写像である．
証明. 結論を否定して，x1, x2 ∈ V , x1 ̸= x2 でDfinx1 = Dfinx2 なるものが存在し
たとする．V で x1 − x2 ̸= 0である．Dx1 −Dx2 はカスピダル因子であるこ
とに注意する．また，Xl のカスプは Q(ζl)上有理的である．よって，x1 − x2
を用いて，次の単射 Gal(Q/Q(ζl)) 同変射を定義することができる（F への
Gal(Q/Q(ζl))の作用は自明とする）：
F ∋ a 7→ a(x1 − x2) = a(Dx1 −Dx2) ∈ V.
包含制限原理により，ゼロでない射
F[Gal(Q/Q(ζl))]→ V













次の目標は，fl : Xl → P1Qという関数を作ることである．この関数によっ
て，{Dfinx | x ∈ V }を，単射かつGal(Q/Q(ζl))同変に，{ fl,∗Dfinx | x ∈ V } ⊂
Div(A1Q)に写す．
9.3 P (T )の構成
本節では，式 (9.1)の P (T )を，P (T ) = PD0,fl,m(T ) ∈ Q(ζl)[T ]として構
成し，その係数の高さに関する評価を述べる．








とする．ここで aD0,fl,m : V → Qは，整数mを，0 ≤ m ≤ g(#F)4 の範囲で
適切に（aD0,fl,m が単射になるように）とって，






(t− fl(Qx,i)) ∈ Q[t]
である．Qx,i は，Dfinx =
∑dx
i=1Qx,i で定める．このとき，補題 9.2.4 から，
x 7→ PD0,fl,x(t)は単射で Gal(Q/Q(ζl))同変である．
最後に，fl : X1(5l) = Xl → Qを，fl = bl + nx′l が次の条件を満たすよう
にとる：
• bl, x′l は，Y1(5l)/Z[1/5l] 上の関数で，Y1(5l)/Z[1/5l] のモジュライとして
の解釈から定まるもの（(9.5)参照）




l は以下のようにとる．Y1(5l) は Z[1/5l] 上定義されるのだった．任
意の Z[1/5l] 代数 A について，Q ∈ Y1(5l)(A) が（Y1(5l) のモジュライ解釈
から）Q ↔ (E,P5, Pl) と対応するとする．ここで，E は A 上の楕円曲線，
P5 ∈ E(A)は位数 5の点, Pl ∈ E(A)は位数 lの点．
このとき，bl(Q) ∈ Aは，(E/A,P5)が{
E/A : y2 + (bl(Q) + 1)xy + bl(Q)y = x
3 + bl(Q)x
2,
P5 = (0, 0)
(9.5)
となるものである．また x′l は，上の表示で Pl = (xl(Q), yl(Q))と書いたと
きに，
l−1P5 + Pl = (x′l(Q), y
′
l(Q)),
l−1P5 = R, P5 = lRとなる E[5](A)の唯一の点，
によって定める．
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注意 9.3.1. (bl, x′l) : Y1(5l)Z[1/5l] → A2Z[1/5l] は埋め込みになる．
定理 9.3.2 ([EC11, 11.7.6]). PD0,fl,m(T ) =
∑#V
i=1 PjT
j ∈ Q(ζl)[T ]を上で構
成したものとする．このとき，Pj の高さ h(Pj)について次の評価が成立する：
h(Pj) ≤ cl14(#F)2,
ここで c は絶対定数であり，不等式は任意の l, V , D0, fl, m に対して成立
する．
この主張の証明については，内田氏の報告 [内 18, 定理 10.3.1] を参照の
こと．
9.4 計算量
k を 2 < k なる整数，l は素数で l > 6(k − 1)なるもの，Fは標数 l の有限
体，f : T(1, k)→ Fは全射とする．計算したいのは，ρf である．
実際には，f2 : T(l, 2)→ Fを，f2(Tm) = f(Tm), 1 ≤ m ∈ Zを満たす唯一





で与えられるのだった（{ t1, . . . , tr } は ker(f2) の生成系．r = (l2 − 6)/6




5l,l,1(Vf ) ⊂ J1(5l)(Q).
（この空間については，横山氏の論説 [Yok15]参照）．
結論は次のようになる：
定理 9.4.1 ([EC11, 12.10.7, 12.14.1]). 次のような確定的アルゴリズムが存在
する：
入力 精度パラメタm ∈ Z, 1 ≤ m, 整数 k ≥ 2, lは素数で l > 6(k − 1)なる
もの，Fは標数 lの有限体，f : T(1, k)→ Fは全射とする．また，Ωを
X1(5l)上のカスピダル因子（定理 9.2.1で構成したもの），exp(−m)の
精度で計算した各 x ∈Wf ,
仮定 Im(ρf ) ⊃ SL(Vf ),





子 Qx, Qx − Ω ∈ [x]）で，dSymgX(Qx, Q′x) ≤ exp(−m) なるも
の，ただし各 Q′x は，対 (r, q) ∈ Ξ × Fwr で与えられる．Fwr ⊂
D(0, exp(−pi/wr))は [EC11, 12.1.1]参照のこと．
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2. 各 x ∈ Wf に対する，次数 g の（一意に定まる）正因子 Qx で，







x,i はX1(5l)の平面モデル Cl のア
フィン座標 (b(Qx,i), x(Qx,n))の複素数近似として与えられる．
実行時間 (1), (2)の実行時間は，絶対定数 Θが存在して，(m#Vf )Θ で押さ
えられる．
この結果は，[EC11, Chap. 11] で，Riemann 面 X1(5l) 上の様々な量の詳
細な評価などを組み合わせて証明される．
9.5 結論
定理 9.5.1 ([EC11, Thm. 14.1.1]). k > 0, 有限体 F, 全射準同形 f : T(1, k)→
Fで，付随する Galois表現 ρ : GQ → GL2(F)は可約か，または SL2(F)を含
むとする．
このとき，k と #F についての確定的多項式時間アルゴリズム
で，次の性質を満たすものを具体的に与えることができる：f を，
{ f(Ti) | i = 1, 2, . . . , [k/12] }として入力する．出力として，
1. ker ρに Galois理論によって対応する Qの有限次 Galois拡大K を，Q
代数として K = ∑iQei として与える ei と，それらの乗積表 eiej =∑
k ai,j,kek,
2. Gal(K/Q)の元のK への作用を与える，{ ei }に関する行列表示，
3. Gal(K/Q) ⊂ GL2(F) と見なしたときの，Gal(K/Q) の 2 次の行列
表示，
ここで K/Qは，Fの標数 l の外で不分岐で，素数 p ̸= l に対しては，Fでの
次の等式が成り立つ：






が l + 1以下の場合に帰着される：
命題 9.5.2 ([EC11, Prop. 14.3.1], [Edi92, Th. 3.4]). 2 ≤ k′ ≤ l+ 1なる整数
k′ と，f ′ : T(1, k′) → Fなる全射，i ∈ Z/(l − 1)Zが存在して，ρ ∼= ρ′ ⊗ χil.
ただし，ρ′ : GQ → GL2(F)は f ′ に付随する Galois表現，χl は法 l円分指標．
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この命題の k′, f ′, iは，次のようにして具体的な手続きで得られる．
1. 2 ≤ k′ ≤ l + 1なる各 k′ について，Fl 代数 Fl ⊗ T(1, k′)を計算する．
2. 各 i ∈ Z/(l− 1)Zと，各 2 ≤ k′ ≤ l+1について，次の線型写像が存在
するか否かを決定する：
Fl ⊗ T(1, k′)→ F, Tm 7→ m−if(Tm), 1 ≤ m ≤ l
2 + 1
12
, l ∤ m.
3. もしそのような線型写像があれば，それは Fl 代数の射である．
従って，定理 9.5.1の ρの計算は，ρ′ についての計算に帰着される．このとき
ρ′ は，J1(l)[l](Q)内に，式 (9.6)のように実現される．
9.5.1 V の計算
定理 9.4.1 により，ρ′ を実現する V の解析的な記述が得られている．任意
の埋め込み σ : Q(ζl) → C に対して，Dx の σ による埋め込みの近似 Dσ,x
が，#Fと，必要な桁数（精度）の多項式時間で計算できる．これらの近似は，




これらの近似値から，どの (σ, x, i)に対して Qσ,x,i がカスプを近似するかを
計算することができる（詳細は省略するが，j 不変量の逆数の零点を bl で記述




整数 nを，0 ≤ n ≤ l4(#F)4 の範囲で，fl = bl + nx′l が Qx,i を単射に埋め
込むように取るには，一つの埋め込み σ : Q(ζl)→ Cを取って，異なる Qσ,x,i,








j ∈ Q(ζl)[T ]
の係数の高さは h(Pj) ≤ cl14(#F)2 と押さえられる．Pj を Q(ζl) の Q 基底






l , Pj,i ∈ Q






l ) = σ(Pj)
を考える．代数体における高さ関数 hの性質（[EC11, lem 4.2.6]）などから，
h(Pj,i) ≤ l log l + lh(Pj) = O(l15(#F)2).
従って，Pj,iを近似値から求めるには，O(l15(#F)2)だけの精度があればよい．
以上のように，C上の近似計算から AQ(ζl) = Q(ζl)[T ]/(P (T ))を計算する
ことができ，その計算量も見積もることができる．
9.5.2 V の演算の復元
Q(ζl) 代数 AQ(ζl) = Q(ζl)[T ]/(P (T )) から，ベクトル空間 VQ(ζl) の演算を
復元しなければならない（[EC11, § 14.5]）．V の加法は AQ(ζl) の余加法
+∗ : AQ(ζl) → AQ(ζl) ⊗Q(ζl) AQ(ζl) = Q(ζl)[U, V ]/(P (U), P (V ))
から得られる．これは，AQ(ζl) の生成元 aの，余加法での像を与えることと同





ia(y)j , x, y ∈ V
となる µi,j を，各 x ∈ V に対しての a(x+ y), a(x), a(y)が既知として求めれ
ばよい．
スカラー倍 F × V → V を AQ(ζl) の余スカラー倍から復元もほぼ同様で
ある．





∣∣ τ(x) = x, τ ∈ Gal(Q(ζl)/Q) }
という関係を使う．
AQ(ζl) の生成元 a を，D0 も明記して aD0 と書く．aD0 への
G = Gal(Q(ζl)/Q)への作用は，τ ∈ Gに対して
τ(aD0) = aτ(D0).
埋め込み σ : Q(ζl) → C と x ∈ Jl(C) に対して，aσ,D0(x), aσ,τD0(x) をそれ
ぞれ近似計算で得られた値とする．
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i, x ∈ V





l , ci,j ∈ Qと書けば，h(ci,j) = O(l15(#F)6). よっ
て C上での近似値 aσ,D0(x), aσ,τD0(x)から，Aが抽出できる．
最後に，V へのGQ作用を復元する（[EC11, § 14.7]）．V×V ∼= HomF(F2, V )
という同型の左辺には GL2(F) が右から作用し，よって A × A には左から
作用する．この作用は A × A の余加法と F× 作用で記述できる．B を，
IsomF(F2, V ) ⊂ HomF(F2, V ) に対応する Q代数とする．
A × A の idempotent, つまり A ⊗ A の元で，Isom(F2, V ) 上 1, その補集
合で 0 となる元を構成する．AQ(ζl) = Q(ζl)[T ]/((1 − T )Pl(T )) と書いて，
a1 = Pl/Pl(1)とすると，これは { 0 } ⊂ V の特性関数である．よって a1 ∈ A






とすると，a3 は Isom(F2, V )の特性関数になる．すると，Q上の線形代数と
GL2(F)作用から，B = (A⊗A)/(1− a3)が計算できる．
また，B を体の直和に分解することは，LLLアルゴリズムを用いて多項式時
間で可能である（Artin代数の計算については，Vasconcelos [Vas98, Chap. 4]
参照．また LLLアルゴリズムについては [Coh93, Chap. 2]参照）．B の成分
であるそれぞれの体 K は ρの核が固定する体で，G ⊂ GL2(F)を（一つ選ん
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